
利用的定理: 保角變換 
我們來看複變函數論在靜電學中的應用, 我們知道兩個帶電點之間互相吸引

或者是互相排斥的電力, 是由庫倫定律來決定, 此電力我們用靜電位能函數 
P  ( gradient ), 在等位面上 P 滿足 Laplace 方程式的解. 由於電力的方向與

等位面互相垂直, 所以雖然是三度空間上的物理問題, 我們仍然可以把問題

簡化到二度空間上, 靜電位能函數是和第三度空間座標無關的. 我們的問題

是有兩個圓柱體分別為 1|:| =zA 具有位能 01 =U 伏特和 4.0|4.0:| =−zB  具
有位能 1202 =U  伏特  之間的位能函數關係為何?  
 
解:要回答這問題之前, 我們先解決一個子問題. 
子問題: 求兩個兩端無限延伸且位能分別保持為 1P  和 2P  的導電圓柱之間

的位能函數關係 P ? 
解: 因為P  是 Laplace 方程式的解 .02 =∇ P  利用極座標轉換, 我們得到

Laplace 方程式為 0''' =+PrP , 將變數分離 
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CrP +−= ln'ln 所以 
r
CP =' , DrCP += ln , DC,  是常數, 由圓柱上的 P 

電位來決定. 
在保角變換下, 調和函數仍然轉換成調和函數, 所以我們可以用兩個步驟來

解決比較複雜區域 E  中的 Laplace 方程式邊界值問題. 首先把E 用保角 
)(zfw = 變換成比較簡單的區域 *E , 使得此問題的解為已知或者較容易得到, 

接下來使用 )(zfw =  把解 )(* wF  轉換到E , 所以 ))(()( * zfFzF = 是我們

的解決辦法, 現在可以回答我們的問題. 

1. 我們利用線性轉換 
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czw 把 1|:| =zA 轉換到 rwB =|:|' . 由於 c  是

實數, 所以我們有兩個自由參數 rc,  , 加上邊界值 4.04.00 −=  和  
4.04.08.0 += 分別被轉換到 r 和 r− , (如果是 r−  和 r , 則 r 是負數.)  
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0 , 整理後得到 015.22 =+− rr . 因為 ,1<r  

所以 ,5.0== cr  我們得到的線性轉換為 .
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2. 由子問題我們可以得到 .ln)(* DwCwF +=  帶入 01,1|| == Uw 和

1202,5.0|| == Uw 邊界條件後, 我們得到 001ln =⇒=+ DDC  和

.
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1201205.0ln =⇒=+ CDC   

所以我們可以得到解
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實際位能為 .|
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